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Bogactwo czworoscianu

dr Beata Kuna,
nauczyciel-konsultant PCEN ds. matematyRi

Dwa lata temu opracowywatam temat czworoscianu dla Zintegrowanej Platformy
Edukacyjnej’. Zlecono mi zaprojektowanie pieciu zaje¢ dotyczacych czworoécianu.

Zastanawiatam sig, skad wzia¢ az tyle materiatu, aby wypetnic¢ pie¢ lekcji (ostatecznie
sfinalizowano cztery zajecia, niestety odrzucajac zarazem wiele zagadnien). W trakcie
zagtebiania sie w temat okazato sie, ze zadan i informacji dotyczacych czworoscianu
foremnego jest tak wiele, ze jedno z seminaridw, ktore prowadzitam dla projektu
Zdolni z Pomorza, nazwatam wtasnie: Bogactwo czworoscianu. W niniejszym artykule
skoncentruje sie jedynie na ciekawostkach zwigzanych z tg najprostszg z bryt.

N poczatek przypomne definicje: czworoscian -
a w jezyku greckim tetraedro — to wypukty wielo-
Scian, ktérego cztery Sciany sa tréjkatami.

Jesli te trojkaty s3 przysta-
jace do siebie i rownoboczne,
to mamy czworoscian foremny,
nalezacy do tzw. bryt platon-
skich. Istnieje tylko pie¢ bryt
platoskich?. S3 to: czworo-
$cian, szescian, osmioscian,
dwunastoscian i dwudziesto-
$cian. Kazda z nich jest foremna.

W XXI rozdziale Timajosa Platon wizjonersko,
a przez to pieknie, mowi o budowie Swiata: Wiec wedtug
mysli stusznej i wedle prawdopodobnej niech bedzie
postac bryty czworoscianu elementarnym sktadnikiem
i nasieniem ognia. Druga wedtug pochodzenia bryta to,
powiedzmy, zarodek powietrza, a trzecia wody. Wszyst-
Rie te bryty trzeba sobie przedstawic tak drobne, Ze,
z powodu ich matosci, poszczegélnych bryt kazdego
rodzaju zgota widzie¢ nie mozemy — dopiero gdy sie ich
duzo zbierze, widzimy ich masy. Jezeli chodzi o stosunRi
ilosciowe, o ruchy i inne sity, to wszystko bdg, o ile tylko
jego woli i perswazji ustepowata dobrowolnie natura
kRoniecznosci, wykorczyt doktadnie i doskonale, i zestroit
to z sensem.? Czyz diament nie jest zbudowany z utozo-
nych czworoéciennie atomow wegla?” Czy jego siatka kry-
stalograficzna nie tworzy wtasnie struktur tak drobnych,
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ze, z powodu ich matosci, poszczegdlnych bryt kazdego
rodzaju zgota widzie¢ nie mozemy?

Istnieja tez inne zwiazki chemiczne, ktérych budowa
opiera sie na czworoscianie. W metanie jeden atom wegla
taczy sie z czterema atomami wodoru®. A kat pomiedzy
wigzaniami atomu wegla z atomami wodoru wynosi 109,5
stopnia - jest to w sensie matematycznym kat miedzy
promieniami dochodzacymi do punktow stycznosci kuli
opisanej na czworoscianie foremnym. Czworoscienng
krzemowo-tlenowa strukture maja réwniez krzemiany®.
Bardzo ciekawymi zagadnie-
Q niami dotyczacymi czworoscia-
-_]/b\.L néw sg bryty wpisane i opisane
i Y | na czworoscianie oraz relacje

= . miedzy ich objetosciami. Wspo-
._/ } mne tylko niektére. W dziele
Jana Keplera Mysterium Cosmo-

graphicum’, opisujacym model

Uktadu Stonecznego, czworoscian foremny jest opisany
na sferze Marsa i wpisany w sfere Jowisza. Stosunek obje-
tosci kuli opisanej na czworoscianie foremnym do obje-
tosci kuli wpisanej w czworoécian wynosi 27:1 (przyktad
zadania matematycznego dla profilu rozszerzonego)
- w modelu Keplera to stosunek objetosci Jowisza
do objetosci Marsa. Poniewaz istnieje tylko piec¢ bryt
platonskich, model Keplera nie moze opisywa¢ naszego
Uktadu. Brakuje bryty platonskiej na przyktad dla Uranu.

W szescian mozemy wpisa¢ czworoscian foremny
(na dwa sposoby) tak, aby kazdy wierzchotek czworo-
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https://zpe.gov.pl/a/wprowadzenie/DIHMWSKmL, https://zpe.gov.pl/a/wprowadzenie/DnxiN3QWs, https://zpe.gov.pl/b/siatka-i-po-

le-powierzchni-czworoscianu-foremnego/PBYJZ320l, https://zpe.gov.pl/b/przekroje-czworoscianu-foremnego/P15wpfetM

2 https://matematyka.poznan.pl/artykul/o-brylach-platonskich

3 Platona Timajos; Kritias, Biblioteka Meandra, przetozyt W. Witwicki, Warszawa 1951, https://pbc.gda.pl/dlibra/publication/89432/edi-

tion/81813/content

4 https://sciaga.pl/slowniki-tematyczne/1436/charakterystyka-diamentu-grafitu-i-fulerenow
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https://www.naukowiec.org/wiedza/chemia/metan_1155.html

https://plwikipedia.org/wiki/Mysterium_Cosmographicum

https://www.pgi.gov.pl/muzeum/wystawy /wystawy-stale /10596-krzemiany.html




nr 121 (72) listopad-grudzien 2023 r.

EDUKACJA POMORSKA

Scianu pokrywat sie z ktéryms z wierzchotkdw szescianu
i zarazem kazda krawedZ czworoscianu z przekatna
ktérejs ze Scian szescianu. Tutaj stosunek objeto-
$ci szescianu do objetosci czworoscianu wynosi 3:1.
Stella octangula to wieloScian gwiazdzisty utworzony
ze wspomnianych czworoscianéw foremnych wpisa-
nych w szescian w rézny sposéb, jako ich suma mno-
gosciowa. Mozemy wykazac, ze objetos¢ dwdch takich
bryt jak Stella octangula réwna jest objetosci szescianu
(na bazie ktérego zbudowana jest ta gwiazdzista bryta).
Na koniec trudno nie wspomniec¢ o fakcie, ze czworo-
scian foremny, jako jedyna z bryt platonskich, posiada
bryte dualna do siebie (wieloscian dualny — wieloscian
zbudowany w ten sposob, ze wierzchotek wieloScianu
dualnego lezy w Srodku ciezkosSci Sciany wieloScianu
pierwotnego, a jego krawedzie powstajg przez potacze-
nie srodkow ciezkosci dwoch sasiednich $cian), bedaca
réwniez czworoscianem foremnym. Stosunek objetosci
czworoscianu foremnego do objetosci do niego dualnego
to réwniez 27:1.

Wynalazca telefonu, Aleksander Graham Bell, intereso-
wat sie lotnictwem - skonstruowaniem maszyny lataja-
cej napedzanej silnikiem. Prowadzit badania, w ktérych
wykorzystywat latawce. Cygnet (co w jezyku angielskim
oznacza mtodego tabedzia) byt latawcem zbudowanym
7 3 393 czworosciennych komorek. Zaréwno ten projekt,
jak i nastepne — Cygnet Il i Cygnet Ill (kazdy z nich star-
towat z wody) — nie odniosty spektakularnego sukcesu,
ale pomyst zastosowania konstrukcji czworosciennych
z dwiema Scianami pokrytymi bordowym jedwabiem
byt bardzo nowatorski. Cygnet | wzniost sie na wysokos¢
51 metréw nad poziomem morza®.

Richarda Buckminstera Fullera, amerykanskiego
architekta, kojarzymy z fulerenami - czasteczkami
wegla, ktore swa nazwe otrzymaty w efekcie skojarze-
nia z koputami geodezyjnymi zaprojektowanymi wtasnie
przez Fullera. Juz w tych budowlach pojawiaja sie tréjkaty
traktowane przez konstruktora jako podstawowa jed-
nostka wszelkiej struktury. Czworoscian foremny — bryta,
ktorej cztery sciany sg przystajacymi tréjkatami réwno-
bocznymi, byt natomiast dla Fullera podstawowa jed-
nostka objetosci. Nasza nauka, matematyka, opiera sie
na ortogonalnym uktadzie wspotrzednych. Podstawowa
jednostka objetosci jest centymetr szesScienny czy metr
szescienny. Moim edukacyjnym narzedziem, ktére wyko-
rzystuje czesto, ttumaczac i wizualizujac uczniom jed-
nostki objetosci, jest szescienna kostka Rubika. Fuller
dostrzegat bogactwo czworoScianu uwazajac, ze natura

8 https://en.wikipedia.org/wiki/AEA_Cygnet

nie dziata w sposob rownolegty: Nature is not employing
the three dimensional, omniinterperpendicular, parallel
frame of the XYZ axial coordinates of academic science...
Nature does not operate in parallel.’ Twierdzit, ze opis
Swiata za pomoca trzech osi ustawionych wzgledem sie-
bie tak, jak krawedzie wychodzace z wierzchotka czwo-
roscianu foremnego, pod katem 60 stopni, jest lepszym
sposobem opisu rzeczywistosci, biorgc pod uwage wza-
jemne powiazania strukturalne natury: This matrix con-
stitutes an array of equilateral triangles that corresponds
with the comprehensive coordination of nature’s most
economical, most comfortable, structural interrelation-
ships employing 60-degree association and disassoci-
ation. Zwigzek ksztattu bryty, geometrii, z naturg opisat
w ksiazce SYNERGETICS Explorations in the Geometry
of ThinRing.

Czworoscian foremny byt na tyle idealna figura dla Ful-
lera, ze wraz z innym architektem, Shoji Sadao dla Matsu-
taro Shoriki, zaprojektowat ptywajace po Zatoce Tokijskiej
miasto Triton w ksztatcie czworoscianu foremnego. Kazda
krawedZ wynositaby dwie mile dtugosci. Miasto miato
posiadac infrastrukture, sklepy, szkoty'®. Sama koncep-
Cja czworosciennego miasta zrodzita sie wczesniej i nazy-
wata sie Tetrahedron City. Fuller byt ekologiem. Poniewaz
¥, powierzchni Ziemi pokryta jest woda, wedtug niego
zasadne byto oszczedzanie terenow lgdowych i osiedla-
nie sie na wodzie'".

Zakoncze ten artykut polskim akcentem. Piramida Sier-
pinskiego to bryta powstajaca w nieskonczonej liczbie
krokéw, w sposéb analogiczny do budowy tréjkata Sier-
pinskiego. Na przyktad z czworoscianu foremnego wyjmu-
jemy o$mioscian foremny (o objetosci dwa razy mniejszej
od danego czworoécianu), ktéry powstaje'? przez odpo-
wiednie potgczenie $rodkéw krawedzi czworoscianu™.

Jest to krok pierwszy.
W nastepnym kroku postepu-
jemy podobnie w czterech
pozostatych czworoscianach.
Operacje kontynuujemy w nie-
skonczonos¢. Otrzymujemy
fraktal - obiekt samopodobny.
Korzystajac ze wzoru na sume
nieskonczonego ciggu geometrycznego mozemy pokazac,
ze objetos¢ piramidy Sierpinskiego jest rowna zero.

Goraco zachecam Panstwa do pracy na lekcji mate-
matyki z czworoscianami foremnymi, wykorzystujac ich
bogactwo.
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9 SYNERGETICS Explorations in the Geometry of Thinking, R. Buckminster Fuller in collaboration with E. J. Applewhite

10 https://dodona.ugent.be/en/activities/457090985

11 https://www.behance.net/gallery/2971307/Richard-Buckminster-Fullers-Triton-City-project

12 jak w Przyktadzie 6. https://zpe.gov.pl/a/przeczytaj/ D1ASwgPal

13 http://www.matematyka.wroc.pl/doniesienia/piramida-sierpinskiego
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